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El material que compartimos fue publicado en la coleccion Temas de nuestro tiempo,
por la Division Publicaciones y Ediciones de la Direccion General de Extension Univer-
sitaria, de la entonces Facultad de Humanidades y Ciencias, UDELAR, en diciembre de
1985, hace exactamente 30 afios. Lo reproducimos aqui por ser de gran interés y de
dificil acceso en la actualidad. Con este trabajo culminamos la conmemoracion del cen-
tenario del nacimiento del Ing. José Luis Massera, al tiempo que recordamos al Ing.
Wladimir Turiansky, recientemente fallecido. A estos dos entrafiables compafieros,
nuestro homenaje.

PROLOGO

Las notas que —por iniciativa de la Facultad de Humanidades y Ciencias— se pu-
blican a continuacién fueron encontradas por el Ing. W. Turiansky entre las perte-
nencias que retiré del Establecimiento Militar de Reclusion N° 1 (Penal de "Liber-
tad") el dia de su liberacion. Recogen, sin ninguna elaboracion posterior, apuntesy
puntos de vista intercambiados entre José Luis Massera, Roberto Markaridn y Wla-
dimir Turiansky, cuando los azares de la prision los reunieron en la misma ala
del mismo sector del mismo piso del celdario.

El lector atento distinguird distintos autores en diversos trozos de las notas, pero
se ha preferido mantener el cardcter conjunto del escrito porque es dificil precisar,
si algun autor no hizo correcciones al texto de los otros y, si la transcripcion final
que saliera del Penal refleja totalmente lo que cada autor escribiera originalmente.

El trabajo en su conjunto retine opiniones que los autores intercambiaban en sus
pocos momentos de encuentro. O bien durante sus caminatas en los recreos de la
prision; caminatas que por disposiciones de las autoridades del Penal podian ser a
lo sumo de a dos. O bien, mds furtiva y prohibidamente, cuando podian encontrarse re-
partiendo comidas o en otras operaciones de rutina de la vida carcelaria. O bien,
atn mds furtiva y prohibidamente, en "formacién”, cuando salian para (o entra-
ban) de los recreos, las visitas a sus familiares u otras actividades de "esparci-
miento".

Los textos fueron intercambiados entre los autores por diversos mecanismos vio-
latorios de las normas del Penal, entre los que se cuenta el pasaje de una celda a
otra en los bolsos en que se guardaban los materiales para realizar manualida-
des.

Quizds algtun dia estas notas puedan ser elaboradas en condiciones mds pro pi-
cias, con la posibilidad de consultas bibliogrdficas y de otros elementos imprescin-
dibles para poder unificar una posicién coherente y compartida sobre el tema o,
por lo menos, profundizar y precisar las diferentes posturas sustentadas acerca del
mismo. [3]



DIALECTICA Y MATEMATICA

1) En un libro, "Los Principios de la Matematica", publicado a principios de si-
glo, B. Russell sostiene que la Matematica no es, en suma, mas que una rama (o
una parte integrante, o un simple derivado) de la Légica Formal; el objetivo del
libro consiste esencialmente en demostrar esa tesis que, por otra parte, encuadra
en la tendencia general del analisis de los fundamentos de la Matematica impe-
rante en esa época. En particular, esto lo lleva a minimizar el papel de las defini-
ciones, que para él serian simples abreviaturas; y sefiala, con muchas apariencias
de razdn, que en todo teorema en que se habla de entes definidos previamente es
posible, sin cambiar nada sustancial en el contenido, reemplazar los nombres de
dichos entes por sus definiciones dadas in extenso, de modo que, reiterando este
proceso, todo teorema seria una asercion en la cual intervienen sélo constantes
légicas y los conceptos indefinibles de la Matematica (o de alguna de sus ramas),
conceptos indefinibles que forman la sustancia de los postulados; de los cuales se
suele incluso decir, algo paradojalmente, que constituyen definiciones implicitas
de aquellos indefinibles.

Esta opinion se vincula, pareceria, a otra de Poincaré segun la cual la Matemati-
ca no seria sino una gigantesca tautologia. Sea como fuere, si efectivamente es
cierto lo que dice Russell acerca del contenido real de los teoremas, una vez eli-
minada la superficialidad de las definiciones, las demostraciones, por largas y
complejas que sean, no agregarian nada a lo que ya estd contenido en los postu-
lados; en ese sentido, los teoremas serian, efectivamente, sustancialmente tauto-
logias, no muy diferentes de la asercion trivial "A es A".

2) ¢(Son justos estos puntos de vista? A mi juicio no. Pero para fundamentar es-
ta opinién parece necesario analizar el papel y la funcién que juegan, en la ma-
tematica, tanto las definiciones como los postulados. Esta muy lejos de mi el po-
ner en tela de juicio el caracter l6gico-deductivo que tiene la matematica desde la
antigiiedad griega, y luego el cambio cualitativo que en esa época experimento6 al
superar el estadio por lo menos parcialmente empirico en que se encontraba en
las civilizaciones precedentes; y cuando digo l6gico-deductivo queda claro que lo
[5] entiendo en el sentido clasico de las palabras, es decir, el aristotélico metafisi-
co, sin mengua de los nuevos desarrollos y precisiones que las ultimas décadas
han aportado a la légica formal. Estos aportes, en cualquier caso, reafirman y
acentuan la rigidez y el ascetismo metafisicos de aquel sentido clasico. Cualquier
apartamiento, por minimo que sea, de estas normas es condenable, debe ser eli-
minado o, mas bien, superado.

Sin que deba interpretarse como un subterfugio para atenuar la tajante afirma-
cion precedente, creo importante hacer una digresién. No se la debe interpretar
mas que como un breve paréntesis, y podra ser suprimida sin cambiar el conte-
nido de estas anotaciones. La mencionada afirmacién se refiere a lo que podria-
mos llamar la exposicion acabada, perfecta, de un teorema o de una teoria ma-
tematica, si bien la nocién "perfecto” no tiene, histéricamente, siempre el mismo
significado. Pero lo dicho no es, en absoluto, cierto para el proceso creador que



condujo al teorema o a la teoria. Tampoco para lo que se acepta como correcto en
tal o cual momento —que, en no pocos casos, debe medirse por siglos— de la
evoluciéon de la matematica. Todo matematico creador sabe por propia experien-
cia que, en el descubrimiento o conformacién de un nuevo teorema o teoria, in-
terviene ciertamente, y jugando un papel primordial, la Logica Formal. Pero tam-
bién un conjunto mas o menos grande de elementos dialécticos: tanteos y ensa-
yos; exploraciones exitosas o fracasadas del terreno; las llamadas intuiciones o
revelaciones mas o menos subitas —que el propio Poincaré, admitiéndolas, des-
mistifica en otro de sus sabrosos pasajes, explicandolas como punto y condensa-
cion a un nivel cualitativo superior, de etapas anteriores de reflexion dialéctica—
el juego, eminentemente dialéctico, de los intentos de demostracién de presuntos
teoremas y de la busqueda de contraejemplos que los niegan —de lo cual es
muestra paradigmatica el descubrimiento de las geometrias no euclideanas—;
etcétera.

En cuanto a la aludida historicidad del concepto de rigor l6gico ideal, se ejem-
plifica en el caso particularmente notorio de las nebulosidades nada perfectas,
por cierto, desde el punto de vista estrictamente l6gico, en medio de las cuales
tuvo lugar el esplendoroso desarrollo del calculo infinitesimal durante mas de
dos siglos, y que recién pudieron ser despejadas a fines del siglo XIX con un grado
de perfeccion légico-metafisico que resultara aceptable para esta dltima época.

3) Hasta aqui la digresiéon o paréntesis del que hablaramos. Creo que conside-
rar a las definiciones como meras abreviaturas, si bien puede ser un punto de vis-
ta defendible desde el angulo de lo que he llamado el ascetismo 16gico-metafisico
extremo, no es justo si se las mira en toda la riqueza del papel que efectivamente
juegan en el desarrollo de la matematica.

En primer lugar, nadie podra negar que el origen de no pocas definiciones no
s6lo no es légico-formal sino ni siquiera propiamente matematico o cientifico. Me
refiero, claro estd, no a las definiciones en la forma acabada en que se presentan
en la matematica formalizada, sino a las nociones de objetos, como circulo, juego,
etc., que provienen de la experiencia sensible y practica, y que, luego de ser de-
puradas [6] de elementos extra-légicos, ingresan a la matematica pura; en el
ejemplo del circulo, en la geometria griega de hace mas de dos milenios; en el del
juego, en la modernisima Teoria de los Juegos, del siglo XX. Y no nos parece razo-
nable excluir la posibilidad de que este origen empirico de algunas definiciones
matematicas se reitere en el futuro al influjo del desarrollo de la experiencia en
general y de la técnica en particular. No parece licito cerrar los ojos a esta cues-
tion. Pero, se dird, y no con poca razén, que desde el momento en que entran en
el cuerpo de la matematica formalizada, esas definiciones son depuradas y des-
pojadas de todos los residuos empiricos y reducidas, como deciamos antes, a las
constantes légicas y a las nociones indefinibles. Asi, el circulo pasa a ser el con-
junto de todos los puntos de un plano que equidistan de un punto fijo de ese
mismo plano, indefinibles son aqui: conjunto, punto, plano y distancia, o bien
equidistar.

4) Sin embargo, aun en este contexto, las definiciones, cuando son apropiadas y
sustanciales —y no cabe duda de que tal es el caso para la inmensa mayoria de



aquellas a que nos referiamos mas arriba, es decir, las que tienen su origen en el
pensamiento empirico-practico, y dialéctico—. destacan, entre multiples combi-
naciones légicamente legitimas pero desprovistas de interés, ciertos objetos
ideales interesantes, sea por su aplicacion practica inmediata (numeros, figuras
geométricas elementales, etc.) sea porque son motivados por la dindmica propia
del pensamiento tedrico (grupos y otros conceptos del dlgebra moderna, espacios
no euclideanos de mas de tres dimensiones, topolégicas mas o menos generales,
etc.), sea por una ain mas compleja dindmica o dialéctica de lo teoérico o de lo
practico (juegos, conceptos de la teoria espectral, etc.). Subrayamos aqui la pala-
bra motivados; en dltima instancia, es lo que podriamos llamar olfato o genio
creador del investigador el que selecciona tal o cual definiciéon apropiada y des-
carta otras, posibles pero sin interés. Sea como fuere, tales definiciones, al crear
—no vacilo en usar esta palabra— ciertos objetos ideales, objetos en tanto no
son arbitrarios y adquieren una existencia concreta aunque sea en un sentido
ideal, promueven esos objetos como un acicate para su conocimiento. Su analisis
y comprension suelen no ser faciles, a veces son dificiles en grado sumo, hasta el
punto de exigir los esfuerzos denodados de muchos matematicos, a lo largo de
siglos, para penetrarlos satisfactoriamente. Tan es asi que en no pocos casos
(teorema de Fermat, problema de los cuatro colores, etc.) esos esfuerzos han sido
hasta ahora infructuosos.

5) En la seleccién a que acabamos de aludir cabe introducir la idea de fecundi-
dad: una definicion puede ser mas o menos fecunda, en el sentido de promover
amplios desarrollos o teorias, 0 mas o menos yerma sin que esta escasa fecundi-
dad signifique necesariamente ausencia total de interés o utilidad. Cuando mas
arriba se hablaba de definiciones apropiadas, se hubiera podido también decir
sustanciales, fecundas, etc. Los objetos ideales por ellas creados ya no son sélo
los meros postulados o los que resulten de las posibles —arbitrariamente indife-
renciadas— combinaciones légicas de los indefinibles y las constantes légicas.
Las grandes e importantes definiciones de la historia de la matematica abren
horizontes inexplorados, a veces vastisimos. Inician épocas renovadas de su de-
sarrollo, remueven [7] o conmueven viejos conceptos en toda su estatura, incor-
poran abundantes cosechas de nuevos conocimientos y llevan a la superaciéon de
otros que pasan a ser obsoletos y con frecuencia totalmente olvidados; sugieren a
menudo, en esa instancia superior, otras nuevas definiciones que reavivan estos
procesos, en una cadena que practicamente no tiene fin. Son, de ese modo, ban-
deras que se van plantando sucesivamente y sefialan derroteros a la investiga-
cion, a veces caminos muy escabrosos y escarpados que conducen a cimas desde
donde se divisa un panorama deslumbrador. No es raro, inclusive, que esos nédu-
los del proceso dialéctico que ellas constituyen lleven a profundas crisis que
puedan requerir siglos de esfuerzos de matematicos y filésofos para ser supera-
das. En todos esos casos, tales definiciones, apropiadas, sustanciales, fecundas,
marcan, entonces, saltos cualitativos en el desarrollo de la ciencia.

La evolucion de la matematica no es asi una mera acumulacién cuantitativa de
teoremas, concebidos como proposiciones que se encadenan mansamente, unas
tras otras por la aplicacion de la loégica formal sino una compleja relacion dialéc-
tica entre la deduccion légica y la invencion y la seleccion de postulados y defini-



ciones que importan la creacion de nuevos objetos ideales, y un toque de aten-
cion hacia ellos, y que suelen jalonar los saltos cualitativos mas importantes. Vale
la pena acotar que tal papel eminentemente creador pueden jugarlo incluso pos-
tulados y definiciones mas o menos imperfectos y criticables desde el angulo
formal y metafisico; recordemos, una vez mas, las tan insatisfactorias definicio-
nes originales de derivada e integral, cuya imperfeccién formal no les impidi6 ser
durante muchas décadas las palancas que determinaron el crecimiento impetuo-
so del calculo infinitesimal, una de las mas frondosas ramas del arbol matemati-
co.

La pura légica formal no trabaja con estos objetos ideales; es mas general y
abstracta y, por lo mismo, menos rica.

En suma, me parece claro que es sustancialmente distinta de la matematica,
pese a la opinion de Russell. Por otro lado, si bien, como ya hemos dicho, puede
sostenerse que la matematica, en puridad, es una tautologia equivalente a los
postulados, la inmensa mayoria de los teoremas que la integran se hallan tan ale-
jados de aquéllos, definiciones mediante, que de hecho configuran un mundo
conceptual cualitativamente distinto y, otra vez, mucho mas rico que el de la es-
trecha 6rbita de los postulados originales; parece abusiva entonces la utilizacion
de aquel término. Contribuye también a cuestionar la vision tautolégica el hecho
de que ese alejamiento de los postulados no consiste en el simple alargamiento
de las cadenas deductivas l6gico-formales, sino que incluye las novedades cuali-
tativas introducidas por las definiciones, tanto cuando ellas son sugeridas por el
fértil caldo de cultivo de la practica, la experiencia sensible y los problemas de
otras ciencias, como cuando son el resultado de los procesos de rigorizacién for-
mal, de generalizaciones, de la eliminacion de adherencias y excrecencias no
esenciales, etc., que se dan en el interior de la matematica misma, como ya se ha
dicho. [8]

6) En fin, y para dar término a estas anotaciones, cabe referirse a los procesos
de génesis y mutacion de los postulados mismos. El filologo y filésofo Stoll ha
mostrado convincentemente como el sistema de postulados de Euclides debe in-
terpretarse en gran parte como una respuesta a las perplejidades suscitadas por
las férreamente metafisicas doctrinas de Parménides y las finas popularizaciones
de ellas que constituyen las aporias de Zendn. Basta pensar, por ejemplo, en el
postulado, sutilmente insdlito, que afirma que el todo es mayor que las partes,
contrarréplica evidente de una de esas célebres aporias. En verdad, el admirable
ascetismo logico-metafisico de Parménides no podia menos que conmover hon-
damente el esfuerzo de los griegos de entonces por fundar el conocimiento de la
deduccién légica. El didlogo platénico que lleva el nombre del gran presocratico
es, precisamente, una abundante coleccién de parejas de proposiciones contra-
rias en que, tanto la una como la otra de las integrantes de la pareja inevitable-
mente conducen a contradicciones légico-metafisicas por poco que se aparten de
la tautologia extrema: el ser es. Pero ello importaria negar lo mas profundo del
conocimiento y la practica humana, y reducir la ciencia a aquella solitaria y esté-
ril afirmacién.

Segun Stoll, el significado de los postulados euclideanos seria el de sentar algu-



nas bases para el desarrollo de razonamientos fecundos, aun a sabiendas de que
esas bases, los postulados, son muy vulnerables a una critica severa como la
parmenideana.

7) Ahora bien, la matematica en su conjunto, aun en sus capitulos mas "finitis-
tas", es, por antonomasia, la ciencia del infinito; y éste es el mas prolifico engen-
drador de contradicciones, en el sentido metafisico, como lo demostré cabal-
mente, entre otros, Zen6n —"{El infinito!"— y exclamaba Hilbert: "Ningtn otro
problema ha perturbado tan profundamente el espiritu del hombre". Es inevita-
ble, entonces, que tales contradicciones aparezcan abundantemente en el curso
del desarrollo histérico de esa ciencia. A. Denjoy decia: "Todas estas formas di-
versas con las cuales en distintas oportunidades el infinito se ha introducido de
una manera diferente, cada vez, en la matematica, han revelado la pobreza de la
légica que los 16gicos de entonces tenian por un mecanismo infalible para produ-
cir verdades seguras". Y aseguraba: "La légica ha aprendido, modestamente,
humildemente, las reglas del razonamiento justo en esas cuestiones nuevas para
ella. Lo racional en matematica, como en otros casos, se vuelve a templar periddi-
camente en lo empirico para adquirir fuerzas que no puede hallar en si mismo".

A mi modo de ver, las perplejidades y crisis que con frecuencia desencadenan
estas circunstancias tienden a ser solucionadas por métodos analogos a los em-
pleados por los griegos hace dos milenios, a saber, rechazando y relegando hacia
los postulados, enjaulando en ellos, por asi decirlo, para hacerlos inofensivos y
dejar el campo libre para el despliegue de la l6gica formal, a los demonios de la
dialéctica inherentes al infinito. Un ejemplo de ello es el método €. §, con el cual
se llevan al terreno de la teoria de los conjuntos, en concreto, a la pertenencia o
[9] no pertenencia de un punto al conjunto de puntos que forman un entorno, lo
que permitié aclarar las mencionadas nebulosidades del calculo infinitesimal.
Tengo la conviccién de que, en la matematica actual, la teoria de los conjuntos ha
absorbido practicamente todos los residuos molestos de elementos dialécticos
del resto de la matematica. Pero jalli habitan los demonios!, como diria el célebre
matematico aleman. ;Han sido verdaderamente domesticados alli? ;Es realmente
impecable, exenta de contradicciones l6gico-metafisicas la teoria de los conjun-
tos? ;Se han superado totalmente las antinomias que en ella proliferaron a co-
mienzos de siglo, entre las cuales una de las mas célebres se debe, paradojalmen-
te, al propio Russell? No estoy técnicamente capacitado para responder de una
manera categdrica a estas interrogantes, cuya dilucidacion plantea intrincadisi-
mos problemas. Es probable que la respuesta sea negativa, y que el proceso de
encerrar demonios de la dialéctica —que pueden aparecer en nuevas formas en
el desarrollo futuro de la ciencia— en las jaulas de los postulados cada vez mas
estrechas y seguras, continuaran en el futuro, incluso indefinidamente, y que ése
seguira siendo uno de los campos, que podriamos denominar del crecimiento, en
el desarrollo del arbol de 1a matematica y de cada una de sus frondosas ramas.



MATEMATICA, LOGICA Y DIALECTICA

;Cual es el objeto de las matematicas? ;Cual el de la logica? ;Se identifican?
;Como interviene la dialéctica?

1) En una definicion general, se podria decir que el objeto de las matematicas
es estudiar las propiedades y las relaciones de objetos o entes matematicos, defi-
niciéon medio perogrullesca en tanto no se explique a su vez qué se entiende por
tales objetos o entes matematicos.

En su comienzo como ciencia tales entes eran los nameros, las magnitudes, las
figuras. No eran pues en absoluto arbitrarios ni pura creacién de la mente huma-
na. Eran el resultado de un largo proceso de abstraccion, generalizacién y sinte-
sis, producto a su vez de la relacion (o accién) del nombre con (o sobre) la natu-
raleza.

Lo que en una etapa anterior eran propiedades, mas o menos generalizadas, de
los objetos materiales, pasan a ser objetos ellas mismas, se abstraen de su envol-
tura material o concreta, y como tales pasan a ser el tema de estudio de las ma-
tematicas.

Sin embargo, en el transcurso del tiempo van apareciendo nuevos entes ma-
tematicos, cada vez mas complejos, mas ricos de contenido y a la vez mas y mas
despegados de la realidad fisica —Ila matematica "despega" como ciencia de la
fisica— y surge, en las modernas discusiones en torno a la naturaleza de las ma-
tematicas, el tema de la libertad y la arbitrariedad en la introduccién de nuevos
conceptos o en la definiciéon de nuevos entes matematicos. ;Es enteramente libre
y arbitrario este enriquecimiento constante de la matematica? ; Cémo se produce
este [10] proceso? Mas bien pareceria que es la consecuencia de la dialéctica
implicita en el mecanismo del pensamiento, que es la consecuencia de la genera-
lizacién y de nuevas propiedades y relaciones que en el trabajo matematico van
surgiendo entre los entes con que originariamente se comenz6 a trabajar.

Incluso esos entes van perdiendo el caracter intuitivo original (caso tipico de lo
cual es el salto que va del concepto de nimero natural al de complejo) y no sélo
han perdido su envoltura material sino que cada vez aparecen, o parecen, mas
ajenos al mundo de la naturaleza y, mas y mas, productos arbitrarios de la imagi-
nacion creadora del hombre.

Esta claro que la aparicion de nuevos entes matematicos no tiene lugar sélo
"desde dentro". También "desde fuera". Porque, al fin de cuentas, las matemati-
cas nacen y crecen como resultado de necesidades materiales, y aun separada
modernamente de la fisica, ésta le introduce constantemente nuevos problemas,
nuevas nociones, nuevas propiedades de la materia, y, abstrayendo y generali-
zando, ... nuevos entes matematicos. Y entonces hay, ademas de nimeros (rarisi-
mos numeros, por otra parte), magnitudes y figuras, funciones, vectores, deriva-
das, integrales, espacios, conjuntos, en fin, una buena coleccién de entes matema-
ticos, el estudio de cuyas propiedades y relaciones es tema de las matematicas.

Es de esperar que este proceso continude, pero aun concediendo una buena do-
sis a la mas pura creacién mental, no parece que este proceso creador sea arbi-
trario ni que se pueda hablar de la "libertad" matematica. Me refiero a una frase



de Cantor y un comentario de Hilbert que acabo de leer. Dice Cantor: "La mate-
matica es enteramente libre en su desarrollo, y basta con que los conceptos no
sean contradictorios y estén coordinados con los conceptos introducidos ante-
riormente por medio de definiciones precisas”. Por su parte Hilbert comenta, tal
vez por via de exageracidn, que tanto da hablar de punto y recta que de mesa y
cigarrera, por ejemplo, o algo por el estilo.

Precisamente, si tanto diera una cosa como la otra, es decir si todo se reduce al
proceso formal del razonamiento l6gico deductivo, y si rige la arbitrariedad en la
creacion de objetos o nociones, pareceria que las matematicas serian condenadas
poco a poco a la esterilidad. En esto entra, me parece, la idea de la "fecundidad"
de las nuevas nociones creadas, fecundidad que tal vez dependa precisamente de
un proceso creador, ni arbitrario ni libre. Al fin, mirando por supuesto desde fue-
ra, uno tiene la presuncién de que el matematico en su labor creadora arranca
siempre de problemas previamente planteados. Su trabajo lo puede llevar por
supuesto a la exploracién o descubrimiento de nuevas cosas, pero no pareceria
que se siente a pensar "libremente" y de una manera arbitraria.

2) Por otro lado, ;cudl es, a su vez, el objeto de la l6gica? ;Se puede decir que
estudia las reglas de una de las formas del pensar, expresamente el razonamiento
[11] deductivo, o debe abordar las leyes del pensamiento en todas sus formas, en
toda su generalidad? Por lo menos la légica clasica trabaja con las leyes del razo-
namiento deductivo, y solo se remite a reconocer la validez o la no validez de un
razonamiento en tanto cumple las leyes (que, dicho sea de paso, todos aceptamos
como correctas en forma natural e intuitiva, ;por qué?) sin importarle la verdad o
falsedad del postulado inicial. Si se ha razonado correctamente, y el punto de par-
tida es verdadero, la conclusién también lo es, y si el punto de partida es falso pa-
receria que nada se puede decir sobre la verdad o falsedad de la conclusidn.

En légica formal no cabe pues hablar de la verdad o falsedad de una conclusion,
sino de la validez o no del proceso de razonamiento. (El clasico silogismo del li-
ceo —dicho sea de paso, Aristoteles se la agarré con Socrates y ya nunca mas lo
dejaron tranquilo—: 1) todos los hombres son mortales, 2) S6crates es un hom-
bre, 3) Sécrates es mortal, es l6gicamente valido si se arranca diciendo que todos
los hombres son inmortales y se concluye en que Sdcrates es inmortal. A su vez,
también se puede partir de un postulado falso, por ejemplo "no todos los hom-
bres son mortales”, luego "Sdcrates es un hombre y luego afirmar introduciendo
una nueva propiedad: "los hombres nacidos en Grecia son mortales"; "S6crates es
hombre y es nacido en Grecia" y llegar a una conclusion verdadera: "Sécrates es

mortal”
Ahora, es claro que todo esto tiene traduccién matematica.
En el lenguaje de la teoria de conjuntos podriamos:

1°) Definir dos conjuntos: A, conjunto de todos los hombres, B, conjunto de to-
dos los mortales y expresar el silogismo original as:

AcB A+ d,BFd

x ¢ A= x ¢ B (por definicién de inclusion)



2°) En el otro caso podemos definir:

A = conjunto de todos los hombres mortales. A3 @

B= “ “©oo “ inmortales. B =|= Ny

c= “ “ “©o “ nacidos en Grecia. C =|= Ny
Las proposiciones serian:

CcA,CnB=9

XeC > XeAy, XnoeB

Una identificacion de la matematica con la l6gica implicaria despreocuparse de
la verdad o de la existencia de las nociones o los objetos que se introduce (esto
aparece en el hecho de poner B =|= ®). Cabe preguntarse si esto es valido.

3°) Por otra parte, ;donde aparece la dialéctica en las matematicas? En primer
término, ;es licito contraponer la l6gica formal o aristotélica a la dialéctica? ;Se
puede hablar de una légica dialéctica en oposicién a la l6gica formal? Parece un
[12] asunto dudoso. Si circunscribimos la légica formal al conjunto de leyes que
rigen un aspecto so6lo parcial del proceso del pensar, esto es, el razonamiento de-
ductivo, esta claro, pareceria, que la dialéctica no aparece como contrapuesta a la
l6gica, ni como sustitutiva de ésta, sino como la expresiéon en el pensar del modo
de actuar de la materia que siempre es materia en movimiento. Las leyes de la
dialéctica son las leyes de la materia en movimiento, son las leyes del desarrollo,
en la naturaleza y en las sociedades. El pensamiento dialéctico reflejaria asi la ri-
queza y la complejidad de la realidad exterior cambiante, esa que no nos permite
"bafiarnos dos veces en el mismo rio". Tal vez la l6gica nos permite enunciar le-
yes y deducir consecuencias de los fenémenos naturales, aun en su "quintaesen-
cia" matematica, en la medida en que de alguna manera los fijamos. Pero cuando
se trata precisamente del estudio de la materia en movimiento, de la materia en
"continua" variacidén, aparecen los problemas, la l6gica se hace insuficiente y sur-
gen las paradojas. En la clasica paradoja de Zenén sobre Aquiles, la tortuga ;no
reflejaria precisamente esa situacion? Al fin, toda la teoria sobre series, que hoy
permite resolver en forma matematicamente rigurosa ese problema, y muchos
otros, ;no implica un previo salto dialéctico en la introducciéon del concepto de
limite? Pareceria que la traduccién matematica de ese caracter esencialmente va-
riable de la materia, aquello de que la materia es materia en movimiento, o sea, la
abstraccion y generalizacion de esa caracteristica esencial de la materia seria la
idea de continuidad y sus consecuencias, la nocién de infinito y de infinitésimo.

La formalizacion de esos conceptos —como de otros— es realizada por el ma-
tematico mediante las definiciones y los postulados —"enjaula los demonios de la
dialéctica"— porque el método de trabajo de las matematicas es logico-
deductivo, pero la no arbitrariedad e incluso la comprensiéon de las nociones asi
introducidas sélo es posible pensando dialécticamente.

Asi, pareceria que la dialéctica esta presente, por un lado, en la pura labor
creadora, y por otro en el seno mismo de las matematicas, en la medida en que
éstas acompanan el desarrollo y la profundizacion del conocimiento de la natura-
leza de las cosas, abstrayendo y formalizando nociones que, en definitiva, sélo



provienen de la dialéctica de la naturaleza. Tacate.
En resumen:
1) El método de trabajo de las matematicas es l6gico-deductivo.

2) Aceptamos sin discusién como validas las reglas de la l6gica formal porque son
la condensacion de la experiencia y de la critica.

3) Los objetos de la ldgica son conceptos sin definicion.
4) Los objetos de la matematica son conceptos definidos.
5) Los objetos de la légica pueden o no tener existencia.
6) Los objetos de la matematica tienen existencia. [13]

7) La dialéctica aparece en las matematicas en forma implicita en el proceso
creador del pensamiento, y en forma explicita en el campo de las matematicas
que aborda, matematicamente, los problemas de la materia en movimiento.
Tacate, ticate.

CRITICA

1) Acuerdo en que el proceso de creacion de nuevos entes matematicos no es
arbitrario, en lo fundamental. En ese sentido la frase de Cantor es demasiado
tajantemente unilateral. En cuanto a la de Hilbert, es otra historia; no es una
exageracion y responde a otros motivos. En sus trabajos sobre la axiomatiza-
cion de la geometria se vio llevado (y fue correcto que asi fuera) a expurgar
meticulosamente la geometria de todo residuo, a menudo casi imperceptible,
de intuiciones que se introducen inadvertidamente en el proceso de la deduc-
cion légica. Dando por sentado que el modelo, en general, debia ser el 16gico-
deductivo de Euclides (y no s6lo que esto sea tema de controversia), habia
que expurgar de esas intuiciones al modelo que, 2000 afios después, apare-
ceria plagado por ellas.

Eso significaba eliminar las presuntas, engafiosas e inutiles definiciones de los
conceptos primarios (punto, recta, etc.), eliminar la distinciéon entre axiomas y
postulados, y completar el sistema de éstos con muchos nuevos, que Euclides ni
sospech6 y que seguramente le habrian parecido muy extrafios. De tal modo
que del nuevo sistema de postulados se pudiera deducir por pura légica formal
todo el cuerpo de la geometria. Este ideal (que, creo, 100 afios después se si-
gue considerando bien alcanzado) reclamaba una actitud mental en que las pala-
bras punto, recta, etc.,, no estuvieran asociadas en el razonamiento a ninguna
representacion intuitiva de las cosas a las que en la realidad material damos
esos nombres, y que en sentido estricto no existen en la realidad material, en
que a lo sumo hay cosas que, dentro de un cierto margen de aproximacioén,
tienen propiedades aproximadas a lo que aquellas abstracciones significan.

Para subrayar este aspecto (esencial si aceptamos rigurosamente el modelo
l6gico-deductivo), Hilbert empieza su libro Fundamentos de la geometria di-
ciendo, mas o menos, asi: "Consideraremos tres clases de cosas a las que
llamaremos puntos, rectas y planos, que supondremos que satisfacen los siguien-
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tes postulados..." y luego aplica la légica formal con crueldad implacable. En
este sentido, es cierto que todo el libro vale si se reemplaza punto por mesa, rec-
ta por cigarrera, etc., supuesto que estas "cosas" efectivamente satisfacen los
postulados (lo que no es cierto). Si Hilbert mismo, en el libro o fuera de él,
efectivamente hablé de mesas, cigarreras, etc., ello no es improbable, sobre
todo teniendo en cuenta las peculiaridades del humorismo aleman. Hasta aqui
Hilbert y su actitud ante un problema, como se ve, distinto al de Cantor. Puede
preguntarse: ;es que hay "cosas" que no se parezcan a lo que corrientemente
llamamos punto, recta, [14] etc., y que satisfagan los postulados?

a) Ya he dicho que, como objetos materiales en el sentido estricto, no
existen cosas que satisfagan los postulados y, desde ese punto de vista, ca-
rece de sentido hablar de que se parezcan o no se parezcan al significado in-
tuitivo usual. Por otro lado, lo del "parecido” no cabe en la légica formal.
Gracias a Dios (o mdas bien gracias a que aquellas abstracciones tuvieron
origen en la experiencia fisico-sensible) y abusando un poco del lenguaje
puede decirse que, en la medida en que las cosas a las que corrientemente
damos esos nombres satisfacen "aproximadamente" (?!) los postulados,
también sucede eso con los teoremas que se deducen. Pero esto ya no es
matematica sino fisica o lo que sea, en que la matematica no es mas que un
instrumento para ayudarnos a captar la realidad... o en lo que no nos ayuda
a ello (por ej. en la teoria de la relatividad).

b) No en la geometria euclidiana, pero si en una muy emparentada, la
geometria proyectiva, todo el cuerpo de ésta, incluidos los postulados, es
perfectamente simétrico, en el sentido de que pueden intercambiarse las
palabras punto y plano, sin tocar la palabra recta, y se obtiene exactamente
lo mismo. Dicho en forma intuitiva, si en la geometria proyectiva reempla-
zamos las palabras punto, recta, plano, en el sentido intuitivo, los resultados
son tan ciertos como antes, a pesar de que como "cosas" intuitivas un punto
y un plano son completamente diferentes, aunque quizas no tanto como un
punto y una mesa. Este ejemplo me parece que muestra cdmo la posicion
que toma Hilbert no s6lo es metodolégicamente acertada (como garantia,
hasta donde nuestro cacumen puede percibirlo, contra contrabandos intui-
tivos extraldgicos) sino que efectivamente hay casos como en la geometria
proyectiva en que las "cosas" pueden ser cualitativamente muy diferentes
entre si y, sin embargo, el mecanismo légico-deductivo funcionar de una
manera absolutamente idéntica, con los mismos resultados y la misma efi-
cacia.

c) Para tranquilizarse, en cierto modo, se demuestra (creo que lo hizo el
propio Hilbert) que la axiomatica de la geometria euclidiana es categorica,
en el siguiente sentido: si hay dos sistemas de cosas, llamémoslas cosas-1y
cosas-2, por muy diferentes entre si que sean cualitativamente, y ambas sa-
tisfacen los postulados, las "geometrias concretas”, llamémosles asi, o sea la
geometria-1 y la geometria-2, son necesariamente isomorfas, es decir, que
se puede establecer una correspondencia biunivoca entre las cosas-1 y las
cosas-2 de modo que toda propiedad (teorema) que cumplen aquéllas, en
esta especie de traduccion o diccionario, se transforma en una propiedad
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que cumplen éstas, y reciprocamente.

Dicho de otro modo, hay una y una sola geometria euclidiana super-abs-
tracta, que es esencialmente la misma (a menos de un isomorfismo) cual-
quiera sea la interpretaciéon correcta que se dé a las "cosas" punto, recta,
plano; como si dos de ellas fueran nuevas (y perfectas) traducciones de una
misma obra a dos idiomas. (Pero, atencién, hay muchisimas y muy impor-
tantes estructuras matematicas que no tienen esta peculiar propiedad de la
categoricidad).

2) Sobre el problema de la libertad o, mas crudamente, de la arbitrariedad
en la creaciéon de objetos y el problema de la fecundidad o esterilidad consi-
guientes. Como ya esta dicho, coincidiendo en general, es inevitable hacer
salvedades. [15]

Algunos casos y situaciones: a) cuando las definiciones estan sugeridas
por el desarrollo interno de las matematicas o por necesidades de otras
ciencias, la libertad y la arbitrariedad se limitan mas o menos fuertemente y
la fecundidad estad bastante asegurada; b) sin embargo, aun en esos casos es
frecuente (creo que se podria decir lo mas frecuente, pero dejémoslo pasar)
que en el momento en que surgen esas definiciones, ellas no estan determi-
nadas por una necesidad que las imponga a ellas precisamente y no a otras,
0 sea, no hay una clara marca de nacimiento que permita dar ciertas seguri-
dades acerca de su fecundidad.

Por ejemplo, cuando Apolonio hace su maravilloso estudio de las cénicas
no respondia a una necesidad importante de la matematica (podria haber
inventado otras cosas mucho mas esenciales como, por ejemplo, el cero).
Ese estudio fue un nuevo juego (apasionante como el ajedrez, pero juego al
fin), practicamente carente de aplicaciones o consecuencias importantes
para la matematica u otras ciencias durante casi 2000 anos, hasta que Ke-
pler, Newton y compaifiia descubrieron que existian en ciertos fendmenos
naturales; por inercia y por elitismo intelectual se siguieron estudiando y
ensefiando durante ese lapso y unos pocos siglos mas. Pero actualmente se
les da cada vez menos importancia: en muchas Universidades la geometria
proyectiva se ha suprimido lisa y llanamente de los planes de estudio, y lo
poquito que queda vivo de las cdOnicas no pasa de ser un ejemplo, tutil a lo
sumo como fuente de ejercicios de geometria analitica dado que se lo puede
considerar intermediario entre la geometria lineal y las curvas mas genera-
les. La definiciéon primitiva de secciones cénicas, que les da el nombre, ya
nadie la usa; y, en todo caso, el tema importante que queda ahora es el alge-
braico de la forma cuadratica, su clasificacién, etc., a propodsito del cual se
suele decir, con una reverencia péstuma al bueno de Apolonio, que, en el ca-
so particularisimo de dos variables, la clasificaciéon de las formas tiene que
ver con la de ciertas curvas, precisamente las cénicas. En vista de toda esta
historia, jcOmo contestar a estas preguntas? ;Fue una necesidad interna o
externa la que impuso su estudio a lo largo de 2000 afios? Creo que no. ;Fue
util? Como ejercitacion, casi como gimnasia para generaciones de matemati-
cos, creo que si. jFueron fecundos para la matematica u otras ciencias? Muy
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poco, casi nada. Pero ahi estan, o estuvieron, y con enormes salvedades, no
vacilo en decir: jbendito sea Apolonio! Los ejemplos se podrian multiplicar;
uno podria ser el metejon, particularmente de algunos grandes matematicos
ingleses, por algunas cuestiones algebraicas que proliferan frondosamente
hace 100-200 afios y de las que actualmente ya nadie se acuerda, en gran
parte por haber sido englobadas y superadas por la llamada algebra moder-
na. (En la biblioteca de la Facultad, por ejemplo, hay un tratado sobre de-
terminantes de Muir, no recuerdo si en dos o cuatro gruesos tomos de va-
rios cientos de paginas cada uno, y dudo que exista un solo matematico ac-
tual que los consulte, como no sea por motivos histéricos; es un verdadero
fosil matematico.) Sin embargo, yo no diria que estas cosas fueron inutiles.
Por otra parte, muchas veces la aspiracion al doctorado y la necesidad de
mantener y mejorar el status del personal docente (caso tipico: las Univer-
sidades de Estados Unidos, que exigen entre otras cosas un cierto nivel [16]
de productividad de investigaciones originales) ejerce una presion muy
fuerte que muchas veces se satisface con trabajos sobre ciertos objetos mas
o menos arbitrarios, y hasta fabricados ex-profeso para que sobre ellos se
pueda escribir algunas paginas y demostrar algunos teoremas. En lineas ge-
nerales, esto llevaria a un descenso de calidad, fecundidad, etc.; pero aun
entre los matematicos mas duchos ;quién se atreveria a "vetar" a un mo-
derno Apolonio? Salvo algunos pocos casos muy claros, por estupidos, o por
excelentes, a priori, es casi imposible predecir la mayor o menor fecundidad
que puede tener una definicién, menos todavia cuando esta fecundidad
puede no manifestarse directamente en la vida y florecimiento de la defini-
cién primitiva o por un rebote indirecto que ella puede provocar, aunque
ella misma esté condenada a la muerte por olvido, algo asi como los zanga-
nos entre las abejas. En esta cuestiéon juega mucho un cierto "olfato" que los
mejores tienen para apreciar, con cierta probabilidad de certeza, los estu-
dios nuevos; pero ;como definir y medir ese "olfato"? En la practica, y sin
perjuicio de que seria deseable atenuar o eliminar la aludida "presién"
académica, es muy dificil, por no decir imposible, coartar las famosas liber-
tad y arbitrariedad en la creacidon de nuevos objetos matematicos.

3) Logica formal. Siendo correcta en general, no creo que sea justo decir
que todos aceptamos como correctas sus leyes en forma natural e intuitiva.
En altima instancia, estas palabrejas no quieren decir nada, o muy poco,
salvo como abreviaturas de explicaciones mas claras, prolijas y complejas;
ademads, lo "natural” y lo "intuitivo" tienen su historia; no han sido, ni son,
ni serdn siempre lo mismo. En lineas generales, puede decirse que esas le-
yes son el fruto condensado en forma abstracta de la experiencia de muchi-
simos milenios de pensamiento y practica de toda la humanidad, tanto de
"letrados" como de gente comun, y cambian, se corrigen y enriquecen en la
medida en que esta experiencia se amplia, en particular, con la incorpora-
cion en el ultimo siglo de toda clase de objetos matematicos insoélitos, ex-
trafios y que hasta parecen absurdos a la "intuicién" de gente no familiari-
zada con ellos. Si se sigue, en particular, la evolucién del método del pensa-
miento griego en los siglos V y IV a.C., se ve cOmo se pasa de los errores
légicos multiples y groseros de los sofistas y de Sdécrates-Platéon (y en los
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que, creo, ellos caian de buena fe; en todo caso no eran rechazados y protes-
tados por sus lectores ilustrados, bastante numerosos) hasta la relativa per-
feccion logica de Aristoteles, cuyas leyes fueron aceptadas como verdaderas
hasta las dudas y precisiones introducidas en los ultimos cien afios. Entre
otras cosas, esa traduccion del silogismo al lenguaje de los conjuntos es la
llamada versiéon extensiva de la légica y no hace mas que trasladar las difi-
cultades de una fundamentacién racional (o sea, légica...) de la l6gica a las
dificultades de la fundamentaciéon de la teoria de los conjuntos, problema no
resuelto y que, en mi opinién, no tiene solucién, sino que es un proceso
dialéctico interminable. Por otra parte, se ha dicho que cabe preguntarse si
es valido despreocuparse de la existencia de las nociones o los objetos que
se introducen. Bien, pero antes hay que hacer otra pregunta: ;qué quiere
decir "existencia"? Si se trata del reflejo "perfecto" de cosas existentes [17]
(objetivamente) en el mundo material (en el sentido ordinario de la pala-
bra), entonces hay que decir, repitiéndome, que puntos, rectas y planos (en
el sentido "intuitivo" usual) no existen. Yo diria que nada, o casi nada de la
matematica existiria.

;De qué existencia cabe hablar cuando se trata de la suma de una serie
convergente o de un espacio de infinitas dimensiones? Y sin embargo son la
sal de la vida... matematica. Segiin la célebre frase, "nadie podra jamas ex-
pulsarnos del paraiso que Cantor cre6 para nosotros”. Y, sin embargo, gran-
des matematicos modernos (entre ellos Weyl, quiza el mas grande de todos
los del siglo XX) tienen grandes dudas y siembran los caminos de ese Parai-
so con cartelitos "Prohibido pasar por aqui" (la corriente llamada ;"intui-
cionista"!); y la inmensa mayoria de los Adanes y Evas matematicos moder-
nos, que siente inmenso respeto por esos matematicos, no les hace caso y
muerde con delicia los mas prohibidos frutos del Arbol de la Ciencia...

4) Y bien, todo lo dicho anteriormente (mas reflexiones anteriores, y mu-
cho mas) es dialéctica, o mas explicitamente complejisima dialéctica (con
caracter histérico, por supuesto) entre ldgica formal, dialéctica, deduccioén,
induccién, intuicién, contradicciones dinamicas multiples, etc.

;Se puede hablar de l6gica dialéctica? Lo dudo, o quizas no lo entienda;
pero hay (o ha habido) respetabilisimos sefiores que han escrito gruesos li-
bros sobre eso. Las leyes de la dialéctica son las leyes de la materia en mo-
vimiento, y por ende, del pensamiento que la refleja; pero también hay
dialéctica en el propio pensamiento en tanto refleja propiedades de objetos
ideales pre-existentes en el pensamiento. En ese sentido, hay incluso dialéc-
tica de la l6gica formal, que no es la misma en Platon, Aristételes y en los
légicos modernos, y que evoluciona histéricamente como todas las cosas,
materiales (en el sentido vulgar) o ideales (pero que tienen una existencia
objetiva sui generis). Claro que la teoria de las series implica el salto dialéc-
tico del concepto de limite. Pero: a) ;Qué quiere decir que eso permite re-
solver en forma matematicamente rigurosa el problema? En el fondo la "re-
solucién" consiste en encerrar los demonios de la continuidad y el limite en
la jaula de la teoria de los conjuntos; esto "limpia" bastante de demonios la
teoria de las series, pero convierte en un infierno superpoblado la de los
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conjuntos. ;Se ha resuelto asi rigurosamente el problema?

b) Hay diferentes, infinitas definiciones de suma de serie; y si bien una de
ellas, la clasica, es con mucho la mas usada, hay otras, contradictorias con
ella, muy utiles, por ejemplo, la que afirma que 1-1 + 1-1 +... = 1/2. Dicho
sea de paso, Euler hacia con la mayor frescura estas cosas y no se equivoca-
ba nunca, aunque propiamente, no sabia bien lo que hacia.

5) Las salvedades aunque gordas incluyen por supuesto al resumen, bas-
tante compartible, aunque sea porque el 7 es un nimero mitico y sagrado
como pocos. [18]

OTRAS NOTAS

1) Ninguna teoria contradictoria puede abarcar aspecto alguno de la rea-
lidad en su totalidad. Las llamadas ciencias exactas han tendido a elaborar
teorias que reflejan un sector de la realidad y permiten proveer sobre él, a
partir de ciertos vinculos con la naturaleza incluidos en axiomas, principios
e incluso los denomina dos teoremas o leyes que aparecen como resimenes
mas o menos inmediatos de la experiencia. Por ejemplo, los dos postulados
de la relatividad einsteniana aparecen como menos inmediatos que los no
explicitados de la fisica clasica (simultaneidad, invariancia de longitudes y
tiempos). Otros ejemplos, por otros sectores de la fisica: ley de Bermoulli
(¢7) de la hidrodinamica, leyes ecuaciones de Maxwell del electromagnetis-
mo. El asunto parece ser igualmente valido en la quimica, en la cual las di-
versas leyes descubiertas en los siglos XVIII y XIX van quedando como re-
sumenes didacticos deducibles de los postulados —por llamarlos asi— de
la mecanica cuantica que explican el comportamiento de la micromateria
(estructura atémica y molecular, valencia, movimiento de electrones) y se-
guramente en la genética y otras ramas de la biologia se dan caracteristicas
semejantes.

En todas esas teorias, a partir de vinculos "postulados” (del verbo postu-
lar) con la realidad, se hacen elaboraciones que siguen los principios de la
légica —incluyendo aqui las aclaraciones del item y de la critica— o, para
evitar la discusidon sobre esta ciencia, se hacen elaboraciones racionales, en
muchos casos matematizadas, que son consideradas validas como la forma
corriente del pensar de la humanidad histéricamente considerada. Se hacen
elaboraciones, pues, que permiten deducir nuevos resultados o incluir en un
contexto mas amplio, simple y arménico los resultados, conclusiones o
constataciones anteriores de la teoria. Einstein observa con suma delicade-
za como "su" relatividad evita hacer agregados (postulados) a la electrodi-
namica de Maxwell para explicar los movimientos de los electrones a altas
velocidades o la experiencia de Michelson-Morley, y las mismas leyes de
Maxwell incluyen las de Faraday, Oersted, etc. Asi, la dialéctica de la natura-
leza aparece en la exposicion sistematica, ordenada de cualquier teoria (en
la ciencia, referida al principio, en principio) relegada a esos postulados
vinculatorios, y esto no quiere decir que la dialéctica no esté presente en la
teoria pues ésta obviamente incluye los postulados y también los multiples
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frentes abiertos de investigacidon por los que la rica realidad se va a seguir
colando, incrementando los elementos contrapuestos hasta la medida de
provocar saltos y necesarias modificaciones y perfeccionamientos de esos
principios. Ademas el cuerpo logico de la teoria abraza a la realidad en un
equilibrio relativo, constatacion ésta que no ignora la mucha mayor riqueza
presente.

2) Acerca del claro valor heuristico que estos postulados tienen en todas
las ciencias caben algunos comentarios. La buena eleccién de estos postula-
dos "vinculatorios" con la realidad ha permitido dar numerosos saltos al
conocimiento humano, y aqui lo bueno no se refiere a ningtn caracter magi-
co, sino a resumir brevemente sectores mas amplios y/o profundos de la
realidad; o sea, no es que se [19] pueda elegir cualquier cosa como funda-
mento de la elaboracién de una teoria, sino que la fecundidad de esos fun-
damentos va a depender del tipo de problemas que se enfrenten en un mo-
mento historico concreto, de la capacidad de arrojar luz sobre diversos sec-
tores de la teoria o teorias adyacentes. Por ejemplo, mas alld de que la teo-
ria ptolomeica y copernicana explicaban los mismos fenémenos con grados
parecidos de exactitud, es imposible olvidar el profundo caracter inventivo
y arrojador de luz sobre los mas amplios sectores del conocimiento y de la
ideologia que tuvo la elaboraciéon de Copérnico, y el hecho que Galileo no
pudiera separarse de la esfericidad de la Tierra no disminuye el inmenso
aporte que su presentaciéon del principio de inercia tuvo para la creacién de
la mecanica (aunque parezca extrafio, el haber logrado ignorar el rozamien-
to de los movimientos fue uno de los grandes aportes galileanos).

Claro es que este asunto de la elecciéon de los principios esta relacionado,
o se puede mirar desde otra faceta, con el desarrollo de la experimentacion,
la observacion, la técnica de laboratorio, etc.

3) Todos estos largos prolegdmenos tienden a presentar la similitud de la
matematica con todas estas ciencias en que el vinculo con la realidad apare-
ce mas explicito, y el caracter "nutricio" de la naturaleza mas directo. Pero
no creo que la matematica escape al esquema general esbozado. Es cierto
que se puede observar una mayor autonomia de la matematica en relacion
con las necesidades materiales, pero no es menos cierto que todas las cien-
cias tienen su dindmica propia, sus elementos especificos que las hacen
marchar en sentidos muchas veces inesperados; y eso tiene que ser progre-
sivamente mas valido para ciencias crecientemente abstractas, o que tratan
con objetos mas generales. Pero esta independencia e imprevisibilidad no
han llegado al extremo de hacer de las ciencias exactas un extenso alambi-
que infértil, como no han hecho de la matematica un conjunto de disquisi-
ciones estériles con objetos que nada tienen que ver con el mundo. Por el
contrario, grandes sectores de la matematica siguen impulsados por las ne-
cesidades de otras ciencias o como consecuencia profunda de globalizacio-
nes productivas de la misma ciencia, que luego van a permitir enfrentar con
renovados brios otras ramas y reflejarse en otras ciencias.

;0 acaso nuestros sistemas dinamicos no se vieron impulsados hasta su
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financiamiento por los viajes espaciales, y las increibles posibilidades de la
cibernética no llevaron a destinar grandes matematicos que originariamen-
te cultivaban otras ramas a disciplinas relacionadas con ella? Y me refiero a
dos ejemplos de la 22 mitad del siglo XX, para no hablar de los mas conoci-
dos (véase "La matematica; su contenido, métodos y significado").

4) Asi, pues, no es extrafio que también en la matematica los "demonios"
de la dialéctica estén encerrados en los postulados y que cuando las contra-
dicciones surgen haya que ir al s6tano de los demonios para resolverlos y
pinchandose con ellos aclarar un poco las cosas. No es secundario a los efec-
tos de esas reflexiones que toda la teoria de conjuntos, la discusién de los
fundamentos de la matematica [20] gire siempre refiriéndose a presenta-
ciones que incluyen a los numeros naturales (caso tipico, teorema de Go-
del), el vinculo mas "verdadero" y firme de la matematica con la realidad.
Incluso para tocar un tema incidental, la definicién de convergencia de se-
ries habitual, "la mas usada", la que permite resolver las paradojas zenonia-
nas, es esencialmente intuitiva, derivada de la experiencia, al ir sumando
trozos cada vez mas pequefios (de longitudes, para quedarnos en una di-
mension) acercandonos a lo que llamamos la suma.

5) Incluso el caracter crecientemente abstracto de los entes matematicos
es paralelo a la profundizacién del conocimiento en todas las ramas, el ca-
racter cada vez menos intuitivo de los objetos estudiados por la fisica, la
quimica o la biologia. Alguien ha dicho con razén, creo que hablando del
empirio-criticismo, que la velocidad finita de la luz es una abstraccién (o se
concibe en un proceso de abstraccién), asi como la existencia de particulas
virtuales que duran millonésimas de segundo, el acortamiento de los obje-
tos a altas velocidades, el caracter corpuscular de las ondas luminosas y la
trasmision de la herencia a través del acoplamiento de moléculas de acidos
nucleicos; todo eso tiene tal nota de racionalizacién en su comprension que
se hace dificil decir que son observaciones de la experiencia. Pero cualquier
dificultad de este tipo no le quita su caracter objetivo, real, material, su ca-
racter independiente de nuestra conciencia. En los conceptos y leyes mate-
maticos, su génesis y sus vinculos con la realidad —en el sentido mas am-
plio— sucede lo mismo. Si la matematica esta llena de ramas y conceptos
que no tuvieron futuro, no caben dudas que todas las ciencias estan llenas
de senderos muertos, e intentos de abarcar la realidad por caminos que re-
sultaron pobres, o que si bien permitian conocer una pequefia parcela no
lograban pasar el laberinto por el que anduviera la ciencia en algin periodo
0 rama.

Tomo como un error de imprenta la afirmaciéon de que las conicas no fue-
ron fecundas para la matemadtica y otras ciencias ("muy poco, casi nada")
pues parece dificil, por ejemplo, que el heliocentrismo hubiera tenido su ro-
tunda instauracién con todas sus consecuencias cientificas, culturales e ide-
olégicas, si no hubiese sido por las leyes de Kepler, que usando de las coni-
cas simplificaron el complejo mundo copernicano, y permitieron, ya no des-
cribir sino explicar por la gravitaciéon newtoniana los movimientos planeta-
rios. Es parecido a decir que el principio de conservacion de la masa (Lavoi-
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sier: "nada se crea..." etc.) no ha sido fecundo por haber sido comprendido
en los planteamientos de equivalencia de masa y energia (E = mc2).

6) Notas menores. a) Me cuesta asumir como propia la afirmacién de que
"los objetos de la logica son conceptos sin definicion" y pueden no tener
existencia. Sin afan de exageracion me suena demasiado parecido a decir
que las leyes fundamentales de la dialéctica se refieren a hechos, procesos o
fendmenos sin definir. Pienso que lo abstracto y lo no definido no deben ser
confundidos, y esto lleva naturalmente a otra nota menor. [21]

b) En dos oportunidades en el apartado Critica (items 1 y 4) se habla de
la no existencia ("en el sentido intuitivo usual") de los objetos matematicos,
punto, recta y plano en particular. Creo que en ese sentido no existen ni el
concepto de "arbol" (me refiero a "el arbol”, no a "ese arbol") y ni mucho
menos hablar de "atomo" o "valor de cambio". El caracter objetivo, material,
de objetos que resumen propiedades comunes, esenciales (en el sentido or-
todoxo) de otros objetos concretos es esencial. Y es sabido cuan facil es para
un nifio comprender qué es una recta. Infinitamente mas facil que el "mate-
rial" campo electromagnético.

Incluso los llamados cuerpos rigidos que estudian todas las grandes expo-
siciones de la mecdanica ;jexisten como tales? Y, ;son reales los movimientos
sin rozamiento? Para insistir con este asunto, meditese sobre esta afirma-
cion de Einstein: la verdad en geometria se refiere a los axiomas; pero si a
sus teoremas agregamos: "A dos puntos de un cuerpo practicamente rigido
corresponde siempre la misma distancia (segmento), cualquiera que sea la
variacion de posicion experimentada por el cuerpo”, la geometria se trans-
forma en una rama de la fisica.

c) La afirmacién de que la matematica "despega como ciencia de la fisi-
ca" no parece corresponderse con la historia, aunque indudablemente las
necesidades de la fisica incentivaron en todos los tiempos el desarrollo de la
matematica. A menos que llamemos fisica a todo lo que tiene que ver con el
mundo fisico. Pues fueron mas bien la "agrimensura" egipcia, la astronomia
mesopotamica y seguramente el incipiente comercio del primer milenio a.C.
los incentivos mas inmediatos para el surgimiento de la matematica, que
quiza se separé (;se despeg6?) de la filosofia griega como ciencia auténoma
antes que la fisica.

7) Podria ir al principio. Todo lo anterior es complementario o mejor alin
una vision distinta de lo dicho anteriormente, y excepto para las salvedades
explicitas y otras muy menores, creo que todo es fundible en una tnica dis-
quisicion sobre el tema. Releido lo escrito ahora, ademas, cabe decir que se
intenta aqui ver las semejanzas de la matematica con las otras ciencias, sin
ignorar las grandes diferencias de objetos y métodos. El hecho que el creci-
miento de una planta pueda ser analizado por un nutricionista animal, un
botanico y un genetista no quita que cada ciencia tenga sus especialidades y
que en esta escala de creciente abstraccion terminemos (?) en la matemati-
ca y/o lalégica. En la medida en que el proceso de abstraccién se profundi-
za, el papel del pensamiento es fundamental; esta claro que cuanto mas nos
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alejemos del conocimiento directo, mas cuidadoso se ha de ser en una defi-
nicién y "atribuciéon de realidad".

Un salpicon de dudas

1) Esta clara la actitud mental de Hilbert en ese esfuerzo por la aromati-
zacion de la geometria euclideana, y consiguientemente la necesidad de
despojar a las "cosas" que se consideran de toda envoltura material, de ve-
lar rigurosamente por la [22] exclusiéon de todo lo intuitivo colado de con-
trabando. Con todo, a las "cosas" las llama punto, recta y plano, y no las lla-
ma, aunque bien pudiera hacerlo, alfa, beta y gamma, por ejemplo. ;Es que
el conjunto de postulados que por definicién suponemos que cumplen esas
"cosas" no arrancan en primera instancia de ese proceso de abstraccién y
generalizacion que nos permite pasar de los objetos reales, o mas bien de
algunas propiedades de esos objetos reales, a la formacién del concepto y
objeto ideal matematico que llamamos punto, recta y plano?

2) Existencia. Los objetos matematicos, que hemos dado en llamar objetos
ideales, es bien cierto que no existen en la naturaleza. No hay, en efecto, co-
sas, en el sentido usual de la palabra cosa, que satisfagan los postulados. No
existen en la naturaleza puntos, rectas o planos. Hay, asi, cosas que aproxi-
madamente se pueden asimilar a los conceptos geométricos de punto, recta
o plano. Pero esas cosas del mundo de la materia se reflejan en nuestra con-
ciencia, son sometidas por el pensamiento a un proceso de abstraccion, ge-
neralizacion y sintesis, y dan nacimiento a los objetos ideales con los que
trabaja la matemadtica. No existen, me parece, esos objetos ideales de la ma-
tematica como reflejo en nuestra conciencia de la realidad objetiva. (Dicho
sea de paso, si esto es asi, ;los podemos llamar objetos? ;La mente crea ob-
jetos?) Pero si existen elementos de la realidad objetiva que, reflejados en
nuestra conciencia, generan, repito, por ese proceso de abstraccién, genera-
lizacion y sintesis, los elementos del trabajo matematico. Entonces hay un
cierto limite a la libertad y la arbitrariedad de creacién de nuevos entes o
nuevas nociones. Podemos hacerlas surgir como consecuencia del desarrollo
de las propiedades y las relaciones de entes pre-existentes o las pueden su-
gerir nuevos avances en el conocimiento fisico de la materia, pero ya sea por
una u otra via, en dltima instancia se llegard a aquellas nociones primarias
creadas como consecuencia de la abstracciéon, generalizacién y sintesis de
los diversos aspectos de la realidad objetiva reflejados en nuestra concien-
cia.

3) Sugerencia y necesidad. Es bien cierto que la creacién de nuevas nocio-
nes, nuevas definiciones, nuevas teorias no aparece como resultado de la ne-
cesidad, ni del desarrollo de la matematica misma (;esto sera tan asi?), ni de
las urgencias de otras ciencias (el ejemplo de Apolonio es categdérico, y muy
esclarecedor, ademas). Pero entre las necesidades y la arbitrariedad (o la
libertad libre) ;no habra algo asi como la sugerencia? Sugerencias del propio
trabajo matematico, sugerencia de la observacion del mundo de los objetos,
etc. El estudio de Apolonio puede haber sido sugerido por la observacién de
las figuras geométricas. El calculo diferencial aparece como una necesidad
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proveniente del mundo de la fisica y el estudio del movimiento.

4) Decir que una demostraciéon es matematicamente rigurosa no tiene
otro significado que decir que a partir de un conjunto de postulados se ha
llegado a una conclusion aplicando correctamente las reglas del razona-
miento deductivo, evitando dar por sentado nada por mas intuitivamente
cierto que parezca. Es cierto que lo intuitivo puede colarse, y cuando uno lo
descubre, la demostracién ha perdido [23] rigor y hay que rehacerla. No
dudo que eso pueda suceder a menudo. Pero lo de "rigurosamente demos-
trado" llega hasta ahi nomas.

Por eso, postulando la operacién "paso al limite", la demostracién de la
convergencia de una serie pareceria poder ser calificada de rigurosa, ma-
tematicamente hablando. Pero estad claro que en el postulado de la validez
del paso al limite estd encerrado el salto dialéctico. Por eso es que me pa-
recia que la dialéctica estd presente no s6lo en las leves del pensamiento
creador en las que apoya todo el desarrollo de las matematicas, sino en la
matematica misma en cuanto aborda, abstrayendo, generalizando y sinteti-
zando, valga la machaconeria, los problemas de la materia en movimiento.

En efecto, hay dialéctica en el pensamiento mismo (al fin de cuentas pro-
ducto de la materia en su mas alto grado de organizacién), y también hay
dialéctica en la ciencia que estudia determinados aspectos de la realidad,
porque la materia actia dialécticamente — ;se puede decir asi?—. [24]

* Se han incorporado las correcciones pertinentes, segiin la fe de erratas que figura en la edi-
cién. Hay algunas pequeiias correcciones de ortografia. Los nimeros en azul corresponden al pa-
ginado original.
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